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Resumen

Las matematicas y sus diferentes ramas, han potenciado el desarrollo de lahumanidad. En el presente,
se realiza la integracion de una propuesta alternativa para el cdlculo del gradiente de la funcién
objetivo, en un problema lineal con el método grafico, que permite generar una perspectiva
alternativa para mejorar el entendimiento del problema lineal y su solucién en clase. Para la propuesta
se desarrolld un simil algebraico que provee de iguales resultados al método de gradiente. Se integré
el razonamiento algebraico para el caso de dos y tres variables y se estructuré una propuesta para n
variables, ademds se contrasté el tiempo de célculo (costo computacional) para ambos métodos,
mediante el desarrollo del cédigo para Python 3.7 y Matlab R2017b.

Abstract

Mathematics and its different fields, have been a key factor to improve human wellbeing and
development. Present document presents an alternative calculus of objective function gradient, when
a linear problem’s solution is needed through graphic method, generating an alternative perspective
to improve understanding and solution of a linear problem, in the classroom environment. Proposal
integration goes thorough an algebraic simile for the objective function gradient, which provides same
result as gradient method. It was integrated an algebraic context for two and three variables which
provides the pathway to structure a proposal for n variables. It was also contrasted the computational
cost for each method, thorough scripts in Python® 3.7 and Matlab® R2017b.
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1. INTRODUCCION

Las instituciones universitarias del pais, y a nivel internacional, buscan la excelencia en la calidad educativa de
los programas educativos que imparten (Molina-Ruiz, Bravo-Vargas, Flores-Garcia y Ordofiez-Herndndez, 2015).
En este sentido, las instituciones de educacién superior, han adoptado el modelo de educacién por
competencias como pauta para el logro de sus objetivos educativos. El nuevo ambiente de educacién por
competencias, que promueve como figura central del proceso de ensefianza — aprendizaje al estudiante, precia
la implementacién de estrategias y actividades [...] (Molina-Ruiz, Garcfa-Lirios, Carreén-Guillen, Garcia-
Mungufa y Sanchez-Sanchez, 2019). Por un lado, las estrategias educativas, permiten cimentar el proceso para
generar un aprendizaje significativo, en tanto que las actividades, dinamizan el avance para lograr dicho
aprendizaje (significativo).

En Valero-Molina y Jiménez-Fernandez (2015), se expresa que, en el contexto de la ensefianza — aprendizaje,
existen dificultades persistentes en el aprendizaje de habilidades académicas, lo cual puede causar
interferencia en el rendimiento de la actividad académica. Aunado a lo anterior, el enfoque matematico (y sus
diferentes ramas o aplicaciones) puede resultar complejo y abstracto, de alli la conveniencia de contar con
métodos alternativos para el calculo de los factores, parametros o variables necesarios para la solucién de
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problemas. Cabe hacer mencidn que el enfoque matemdtico tiene uso en los diferentes campos del
conocimiento, como: medicina (Belova y Ivanchuk, 2020); humanidades (Mora-Rojas, 2016); ciencias
administrativas (Moreno-Villacis y Pino-Avila, 2018); ingenieria (Pino-Avila, Cervantes-Rodriguez y Espin-Beltrén,
2019); y, en general, en la educacién superior (Rodriguez-Revelo y Alarcén-Salvatierra, P. A., 2020).

Por un lado, como se expone en Herrada y Bafios (2018), no hay que perder de vista que las asignaturas de
Matematicas favorecen el desarrollo intelectual, pues ayudan a los estudiantes a razonar de forma ldgicay a
preparar sumente para la critica, asi como para situaciones abstractas. Por otro, los programas de Matematicas
reflejan los objetivos especificos en los objetivos generales de cada ciclo, los que procuran desarrollar en los
estudiantes las habilidades necesarias para la formacidn de la personalidad de los mismos y desenvolverse en
la sociedad (Pino-Avila, Cervantes-Rodriguez y Espin-Beltran, 2019).

Es importante mencionar que las asignaturas matematicas, favorecen los procesos cognitivos metodoldgicos
y procedimentales, que ayudan en los estadios de toma de decisiones. El campo de la programacion lineal
(también conocida como investigacién de operaciones o programacién matematica), cuenta con diferentes
técnicas y métodos, en las cuales se hace uso de herramientas matematicas.

En los afios siguientes a su concepcidn en 1947, en conexién con el plan de actividades del ejército, la
programacion lineal se ha vuelto muy utilizada (Dantzig, 1981). Como se expresa en Reidhead (1979), cuando
un problema lineal se vuelve multidimensional o de mayor complejidad, métodos como el simplex
(desarrollado por Dantzig), deben ser utilizados. El método de Dantzig estd basado en la deteccién de un
“hiper” poliedro ficticio en un espacio geométrico, con tantas dimensiones como restricciones en el problema
original (Steen, 1979).

Como se hace mencién en Mocholi-Arce y Sala-Garrido (1993), entre los métodos mas sencillos e ilustrativos
para resolver un problema de programacion lineal, en busca de la solucién dptima de entre las soluciones
basicas, se encuentran el método gréfico y el método algebraico. El método grafico permite la solucién de
problemas lineales que se encuentran definidos en un espacio de pocas variables.

Cabe hacer mencidén que, el caso mas sencillo para aplicaciéon del método gréfico, se acota a problemas lineales
de dos variables. A pesar de que para el caso de tres variables el método grafico se complica, al desarrollarlo
por métodos tradicionales (a papel y lapiz); a través del desarrollo por medio de herramientas
computacionales, la solucién se simplifica. En este sentido, se puede apuntar, que el método se complica (tres
variables) o se vuelve irresoluble por este método, cuando aumenta el nimero de variables en el problema
lineal (cuatro variables o mas variables).

El contar con herramientas de cdlculo alternativo, permite a los tomadores de decisiones concretar dicha toma
de decisiones, al interior de las organizaciones. Como se esboza en Wang y Ruhe (2007), la toma de decisiones
es uno de los procesos cognitivos basicos del comportamiento humano para lo cual la decisién preferida o el
curso de accién es elegido de un conjunto de alternativas, con base en cierto criterio.

Dentro del contexto académico, es importante contar con alternativas de seleccidn, lo cual posibilita la
realizacién de una analogia, en el contexto de la toma de decisiones. Al contar con alternativas de calculo para
los métodos de solucion de problemas o ecuaciones, el estudiante, genera panoramas alternativos parala toma
de decisiones.
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De acuerdo con Brocardo, Delgado, Mendes y da Ponte (2022) el aprendizaje de las matemédticas, se relaciona
con un entendimiento mdas amplio del desarrollo del raciocinio matematico de lo usualmente considerado. En
el campo de la investigacion de operaciones, es importante contar con herramientas de cdlculo alternativo que
den al estudiante la posibilidad de abordar la solucién de problemas desde diferentes perspectivas y mejorar
su habilidad de raciocinio matematico y, por tanto, su aprendizaje matematico.

El presente documento, muestra una forma de cdlculo alternativo para el gradiente de la funcién objetivo, el
cual puede ser utilizado en la solucién de problemas lineales de dos variables (maximo 3 variables), como
opcion, para la determinacion del vector de posicidn en la soluciéon de problemas lineales.

2. METODOLOGIA

El objetivo de la investigacién, consiste en la presentacion de un método alternativo para el cdlculo del
gradiente de la funcién objetivo en la resolucién de problemas de programacién lineal o programacién
matematica, mediante el uso del método gréfico. Lo anterior, debido que, en el proceso de solucién de un
problema de programacion lineal, restricto en R?, el vector de posicién (gradiente de la funcién objetivo),
aporta informacion valiosa para el trazo de las curvas iso-propiedad, las cuales permiten determinar el dptimo
global en un problema de programacion lineal.

. [ETAPA 1
|Definicion del area de interés para
desarrollo del una propuesta alternativa
al método tradicional de calculo para el
gradiente de la funcién objetivo

ETAPA 2

“®Revision de bibliografia para sustento
rde la propuesta de invesitgacion

ETAPA 3

“» Definicion general del algebra para el
cacullo del método alternativo

ETAPA 4

~»Comparacién del costo computacional
en el calculo del gradiente de la funcion
mediante el método tradicional y el
meétodo alternativo

Figura 1. Diagrama representativo de la metodologfa aplicada para el desarrollo de la propuesta
Fuente: Elaboracién propia, con base en el proceso de investigacién
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3. CONTEXTO MATEMATICO

Las matematicas, han estado presentes en culturas y civilizaciones milenarias. Adhikari (2019) apunta que entre
las civilizaciones mds antiguas se encuentran: la Mesopotamica (3500 A.C.-500 A.C.), Indu (3300 A.C. - 1900
A.C.), Egipcia (3150 A.C. - 30 D.C.), Gierga (2700 A.C. - 479 D.C.), Maya (2600 A.C. - 900 D.C.), China (1600 A.C. -
1046 A.C.), Persa (550 A.C. - 331 D.C.), Romana (550 A.C. - 465 D.C.), Azteca (1345 D.C. - 1521 D.C.) e Inca (1438
D.C. - 1532 D.C.). Para Neugebauer (1961), parte de la ciencia antigua tiene su base en la transmision del
conocimiento en dos dreas basicas, las matematicas y la astronomia. Por su parte Seidenberg (1978), apunta
que existen dos grandes tradiciones, facilmente discernibles, en la historia de las matematicas: la geometria o
constructiva y la algebraica o computacional.

Las matematicas chinas empiezan a ser mds detalladas a en el periodo de la dinastia HAN (208 A.C. - 8 D.C.),
sin embargo, el corpus matematico de Egipto y Babilonia las preceden por mas de un milenio (Martzloff, 1997).
En Boyer y Merzbach (2011), se expone que se encuentra registro del uso de fracciones para el antiguo Egipto
desde el afio 2000 A.C. En el caso de la programacidn lineal, su origen se encuentra vinculado a la optimacion
de recursos de las operaciones militares en la segunda guerra mundial.

Como se expresa en Diaz-Mufioz (2005), la programacién lineal nace con dos métodos para solucionar los
diferentes problemas planteados, bajo el concepto de optimizacién de recursos escasos, minimizando costos
o maximizando utilidades, con varias restricciones de recursos; el método grafico y el método simplex.

Programacion lineal

De acuerdo con Steen (1979), la programacion lineal surgié de la aplicacién de la teoria de juegos y la gestién
de organizaciones. La mayor fortaleza del campo de la programacién lineal, estriba en su capacidad para
abordar un ndmero finito de datos, sin requerir la extensién de los datos [...] o la modificacién de datos para
asegurar la factibilidad de la funcidn [... ] (Garmany, Orcutt y Parker, 1979). A partir de 1949 aparece un gran
numero de publicaciones sobre la base tedrica de la programacion lineal, asi como de sus aplicaciones en las
diversas ramas de la economia (Alvarado-Boirivant, 2009).

La programacién lineal es un método de planificacion muy Gtil para tomar decisiones que requieren una
eleccién entre un gran nimero de alternativas (Alvarado-Boirivant, 2011). Por su parte Bazaraa, Jarvis y Sherali
(2005), apuntan que la programacién lineal, estudia la optimizacién (maximizacién o minimizacién) de una
funcidén lineal que satisface un conjunto de restricciones lineales de igualdad o desigualdad. La programacion
lineal trata sobre la planeacidn de las actividades para obtener un resultado éptimo, esto es, el resultado que
mejor alcance la meta especificada (segun el modelo matematico) entre las alternativas de solucién (Alvarado-
Boirivant, 2009).

La forma estandar para la representacion de un problema de programacion lineal, se compone de tres aspectos
principales: la funcién objetivo, restricciones (o disponibilidad de recursos) y las restricciones de no negatividad
(Ec.1, Ec. 2, Ec. 3).

min z = cix; + xy; + ...+ cpxp . . . (D

sujeto a:
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a11X1 T Q12X + .+ agxy, < by
1%z + ApX; + ..+ agpXy < by )

Am1Xm + Am2Xm + + AmnXn < bm
X1,X2, 0, Xp = 0 .(3)

Método grafico

La técnica de solucidn grafica puede ser utilizada inicamente cuando se resuelven problemas extremadamente
simples (Reidhead, 1979). En especifico para espacios de soluciones en R? y de forma més compleja en R3. Por
su parte Barrachina et al. (2019), exponen que el método gréfico, consiste en graficar cada desigualdad o
ecuacion y encontrar la solucidn; el cual es usado solo cuando se tiene un nimero pequefio de restricciones.

Para Simg y Trigueros (2022), queda claro que los conceptos geométricos juegan un papel importante en la
construccidn de las relaciones, por una parte, entre los conceptos del método geométrico y los conceptos
algebraicos asociados al método simplex y, por otra, en la posibilidad de dar sentido a los pasos del método
simplex. En el caso del método gréfico, existen diferentes elementos que permiten la solucién del problema
lineal, entre los cuales se cuentan: regién factible, dptimos locales, dptimo global, restricciones (disponibilidad
de recursos), restricciones de no negatividad, vector de posicién de la funcién objetivo (gradiente de la funcién
objetivo), curvas iso-propiedad.

La solucién grafica de un programa lineal con dos variables, aunque dificilmente es util en la practica,
proporciona ideas que son cruciales para entender el método simplex algebraico general (Taha, 2012). Dicho
método gréfico consta de un procedimiento general para su solucién (Figura 1), el cual se lista a continuacion:

U Definicion o identificacién de las variables de decisiones;

'l Definicién o identificacién de la funcién objetivos;

[1 Definicidn o identificacion de las restricciones;

7 Identificaciéon de los puntos (tabulacién) para el trazo del segmento de recta vinculado a cada
restriccion;

[l Calculo del gradiente de la funcidn;

[l Trazo del plano cartesiano, ajustado a los puntos determinados para el trazo del segmento de recta
vinculado a cada restriccion;

[1 Trazo de los puntos para el trazo del segmento de recta vinculado a cada restriccidon en el plano
cartesiano;

[l Trazo de los segmentos de recta vinculado a cada restriccion en el plano cartesiano;

[ ldentificacién de la regién factible;

1 Identificacién de puntos extremos (éptimos locales);

[l Localizacién del gradiente de la funcién en el plano cartesiano;

[l Trazo del vector de posicidn, asociado al gradiente de la funcién;

Trazo de curvas iso-propiedad (también llamadas isolineas o curvas de nivel), vinculadas al vector de
posicién del gradiente de la funcidn, (para el caso de tres variables, se estaria hablando de planos iso-
propiedad, isoplanos o planos de nivel); y,

[l Determinacion del 6ptimo global.
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1 Variables de
decisiones

2 Funcidn objetivos

3 Restricciones

4 Tabulacion de
puntos
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8 Trazo de los
segmento de recta
(restricciones)

7 Trazo de puntos
(restricciones)

6 Trazo del plano
cartesiano

5 Gradiente de la
funcidén

9 Regidn factible

10 Puntos
extremos (6ptimos
locales)

11 Gradiente de la
funcién

12 Vector de
posicion

14 Optimo global

13Curvas iso-
propiedad

Figura 2. Procedimiento general para solucién de problemas lineales por el método grafico. Fuente: Elaboracién propia con base en la
aplicacién del método grafico para el contexto del aula

Gradiente de la funcién objetivo

El gradiente de la funcién objetivo, permite el trazo en el plano cartesiano (gréfica) del vector de posicién
vinculado a dicha funcién objetivo. De forma general, para optimizar la funcidn objetivo, se requiere un
desplazamiento en el hiperplano generado por dicha funcidn objetivo, en direccién del gradiente de la funcidn,
cuando se trata de un problema de maximizacidén y en direccién opuesta, cuando se refiere a un proceso de
minimizacién, con la referencial ayuda de las curvas iso-propiedad (isolineas o curvas de nivel).

4. METODO ALTERNATIVO PARA EL CALCULO DEL GRADIENTE DE LA FUNCION OBJETIVO

La propuesta fue integrada, gracias a la interrogante de uno de los estudiantes, al sentir cierto rechazo por el
calculo diferencial, y en particular, la realizaciéon de derivadas parciales. En ese momento se planted la
posibilidad de recurrir a un método que no utilizara el concepto y contexto del calculo diferencial, para
determinar el vector de posicién de la funcion objetivo.

El método de desarrollo de esta propuesta consistié en la reflexién para determinar una forma que permitiera
encontrar las coordenadas del vector se posicién omitiendo el uso de derivadas parciales. En el campo de la
programacion lineal, al tratarse las funciones objetivo f(x,...,x,) como funciones lineales, las derivadas
parciales para cada componente del vector de posicién, pueden expresarse en la forma:
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5 n
— (cixl- + Z kt> =Cyp, coni=1..,n . . .(4)
6x t=1; ti !

con:

c; el coeficiente de la componente diferenciable, correspondiente al vector de variables x; coni =1, ...,n

x; la componente diferenciable

k. 1a serie de factores que conforman la funcién objetivo sin incluir la componente diferenciable, los cuales no
varian con respecto de dicha componente, en el momento de la derivacién parcial,cont =1, ...,nyt # i

Cyp, UNa constante (o componente de vector de posicién).

Lo anterior debido a que todos los términos, que no sean la variable, se consideran constantes, siendo la
derivada de cualquier constante igual a 0. Sin embargo, se reflexiond al respecto de una forma alternativa que
permitiera obtener los coeficientes del vector de posicidn, para el trazo de dicho vector en el plano cartesiano.
De esto se desprendid la propuesta algebraica, al reconocerse que se podia realizar una sumatoria de factores
en combinacién con la funcién objetivo, aunado a la una divisién en términos del factor o variable
correspondiente a cada componente del vector de posicidn.

El gradiente de la funcidn objetivo es de vital importancia para la solucidn de problemas lineales, cuyo espacio
de solucidn se encuentre en x_1y x 2, especificamente para el caso del método gréfico. Dado que permite
generar un referente para el trazo de las curvas iso-propiedad, facilitando asi, la determinacién del optimo
global, discriminado de entre los dptimos locales, los cuales, a su vez, forman parte del conjunto de puntos
(6ptimos) de la regidn factible.

Cabe hacer mencién que este método alternativo, para el cdlculo del gradiente de la funcidén, no afecta el
resultado final, al desarrollarse el método grafico, sin embargo, requiere de una mayor cantidad de operaciones
para llevar a cabo la solucién del método. A pesar de ello, con la propuesta de calculo alternativo, se cuenda
con dos opciones para determinar el gradiente de la funcién objetivo, el cual permite conocer la ubicacién de
la curva (recta) de la propiedad a optimizar (costos, utilidades, beneficios, pérdidas, etc.), ademas de permitir
la localizacidn y trazo de las curvas iso-propiedad las cuales permiten determinar la solucién déptima del
ejercicio.

El calculo del gradiente de la funcién objetivo se puede definir como la derivada parcial de la funcién objetivo
con respecto de cada una de las variables de las cuales se compone la funcidén objetivo, expresado en forma de
vector. En otras palabras, el gradiente de la funcién, permite definir el vector de posicién de la funcién objetivo,
a saber (Ec. 5):

0

ad 0
Vf(xy, X0, .00, Xp) = a—xlf(xl,xz,...,xn), a—xzf(xl,xz,...,xn) Wf(xl,xz,...,xn) .. (5
n

Alternativamente, el gradiente de la funcion puede representarse como (Ec. 6):
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T

a_xlf(lexZJ . "an)

0
VF(xy, XgyenrXy) = Ef(xpxz,...,xn) _ . _ G,

ERICERNEN]

Sin embargo, para el presente estudio se opta por la forma expresada en la ecuacién 5.

La determinacién del gradiente de la funcién, resulta muy sencilla en la practica, sin embargo,
conceptualmente, existe rechazo por parte de los estudiantes, los cuales, al escuchar de la necesidad por
realizar el proceso de diferenciacion parcial, se pueden llegar a mostrar renuentes y agobiados. Para aquellos
estudiantes de ingenierias o dreas a fines o dreas en la cual se utilice la programacién lineal, la aplicacién de
derivadas parciales, resulta sencilla (en algunos casos); sin embargo, es prudente contar con alternativas de
solucidn, las cuales, faciliten conceptualmente el desarrollo de operaciones como el célculo del gradiente de la
funcién.

Como ya se ha hecho mencién el gradiente de la funcién objetivo, es Gtil para la solucién de problemas lineales
por el método gréfico, para el espacio de soluciones sobre x; y x, La propuesta, que se esboza en el presente
documento, en términos practicos, requiere de una mayor cantidad de tiempo, para determinar el gradiente
de la funcidn, sin embargo, es conceptualmente sencilla y presenta menor complejidad tedrica de calculo.

A continuacidn, se presenta una forma alternativa, para el cdlculo del gradiente de la funcién objetivo, en el
caso de un espacio de soluciones R? (dos variables o f (xy,x,)) (Ec. 7):

VF(xy, x5) = <f(X1;X2) — (X, ,f(xlyxz) _ C1x1>

X1 X3

)

En esta expresidn alternativa, se cambia el enfoque de uso de derivadas parciales, a un enfoque de operaciones
algebraicas basicas de suma/resta y multiplicacidn/divisién. Cuya importancia se vislumbra en la posibilidad de
genera un enfoque no convencional, distinto y alternativo para el estudiante.

En la siguiente tabla se presenta el desarrollo matematico para ambas formas de calculo del gradiente de la
funcidn, en el caso de un problema lineal de dos variables (ver Tabla 1, Tabla 2).

Tabla 1. Ejemplo de célculo del vector de posicién para el caso de f(xy, x3), por el método tradicional
Método tradicional (Derivadas parciales)
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:
minz = f(xq, %) = c1x1 + 2%

de lo cual se tiene

f(x1,x2) = c1%1 + %z
entonces, el gradiente de la funcién objetivo es,

d d
Vi(x1,x3) = 6_xlf(x1'x2)'6_x2f(x1'x2)
con

f(xy,%2) = c1x1 + 2%,
se tiene
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d d
V(x,x) = (8_951 (c1x1 + szZ)'a_xz (c1x1 + szz))

a a 0 0
Vf(xy,x,) = %, (c1x1) + o, (CZXZ)'Z)_xZ (c1x1) + %, (c2x3)

0 0
a a 0 0
Vf(x1,x2) = <C1 o, (x1) + 8_1)/@'2)’@/4) + ¢, a—xz(xz)>
11
V) = (e 72 e )
f(x1,x2) =(cq xl’Cz X

Vf(x1,x5) = (¢1,¢2)

Fuente: Elaboracidn propia

es decir

Tabla 2. Ejemplo de cdlculo del vector de posicién para el caso de f(xy, x,), por el método alternativo
Método alternativo propuesto
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:
minz = f(xq,x;) = c1x1 + 3%,

de lo cual se tiene

f(x1,x2) = ¢1x1 + 2%,
entonces, el gradiente de la funcién objetivo, calculado mediante la propuesta alternativa, es,

f(x1,x3) — x5 f(x1,%3) — €19
Vf(xlixZ) = ( )
X1 X2
con
f(x1,%3) = c1%1 + 2%
se tiene
C1X1 + CaXy — CXy C1X1 + CaXy — C1Xq
Vf(x1,x3) = ( ’ )
X1 X5
C1X1 T €x%z—"E€x¥%y €pXy+ C2Xp —€p¥y
Vf(x1,x2) = ’
C1X1 CyX 1 X X 2
1X1 C2X> 1 2
Vf(xq,x =<—,—)=<c —,C —)= ci*(1),c, * (1
o) = (2 22) = (el ey) = lax e 0
es decir

V(xy,x) = (¢4,62)

Fuente: Elaboracidn propia

A continuacidn, se puede observar un ejemplo de cdlculo del gradiente de la funcién para el caso especifico de
f(x1,%5) = (2x1 + 3x,). En la tabla 3, se desarrolla el ejemplo para el cdlculo del gradiente de la funcidn
mediante el método de derivadas parciales.

Tabla 3. Ejemplo de cdlculo del vector de posicién para el caso seleccionado (min z = f(xq,x;) = 2x1 + 3x3), por el método
tradicional

Método tradicional (Derivadas parciales)
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:
minz = f(xqy,x,) = 2x1 + 3%,
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de lo cual se tiene
f(xy,x2) = 2% + 3%,
entonces, el gradiente de la funcién objetivo es,

Vf(x1,x2) = ( f(xpxz) f(xpxz))

con
f(x1,%2) = 2x; + 3x;
se tiene
0 0
Vf(xy,xp) = ( (2x, + 3x2) (2x1 + 3x2)>
6 0
Vf(x,x2) = (2x1) + (3x2) (le) + (3x2)>
0 0
0 0 0
Vf(x,x) = <8_xl (2x1) + 6_1 xz);a_ X1) + (3x2)>
Vf(x,x) = < = (x1), 3 (x2)>
d d
V(a3 = (2 in 3312)
es decir

V(x,x) = (2,3)

Fuente: Elaboracidn propia

En la siguiente tabla (Tabla 4) se desarrolla el célculo algebraico propuesto, para determinar el gradiente de la
funcidn, a través del método algebraico.

Tabla 4. Ejemplo de célculo del vector de posicién para el caso seleccionado (min z = f(xy,x,) = 2x; + 3x;), por el método
alternativo propuesto

Método alternativo propuesto
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:
minz = f(xq,x;) = 2x; + 3%,

de lo cual se tiene
f(x1,x2) = 221 + 3x;,
entonces, el gradiente de la funcién objetivo, calculado mediante la propuesta alternativa, es,

X1,Xy) — 3% Xq,%X5) — 2%
Vf(xl,x2)=<f( 1,X2) 2,f( 1,%2) 1)
X1 X2
se tiene
2x1 +3x, — 3xy 2x1 + 3x, — 2x4
Vf Cea ) = ( , )
X Xy
2x1 + 3%r—3%; 2%+ 3x, — 2%
VG x) = , )
X1 ) 3 X2
X1 O¥z
Vf(xy,x,) = (— —)
f(x1, %2 s
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es decir
V(x1,%) =(2,3)

Fuente: Elaboracidn propia

En la tabla 5, se presenta el cddigo para el cdlculo del gradiente de la funcién por el método de derivadas
parciales, para el caso de una funcidén objetivo con dos variables, en Python® versién 3.7.

Tabla 5. Célculo del gradiente de la funcién en Python ® versidn 3.7 (min z = f(x4,x; ) = c1x1 + €3X3), por el método tradicional
Método tradicional (Derivadas parciales)

(Tiempo computacional 0.0002764999999999747 s)

timeit

start =timeit.timeit()

sympy
init_printing()
X1, X2, c1, c2 =symbols(

f=c1*x1+ c2*x2

(

diff(f,x1)

diff(f,x2)

gradient = (diff(f,x1) , diff(f,x2))

(gradient)

end =timeit.timeit()

( start-end)
Fuente: Elaboracién propia

En la siguiente tabla (Tabla 6) se presenta el algoritmo de célculo para el gradiente de la funcién (con Python

® versidn 3.7) por el método alternativo, para el caso de dos variables. Cabe hacer mencién que el método
alternativo es 0.000266699999999935 [s] mds rapido que el método original (por derivadas parciales).
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Tabla 6. Célculo del gradiente de la funcidn en Python ® versién 3.7 (min z = f(xq,x; ) = ¢1x1 + €3x3), por el método alternativo

Método alternativo propuesto
(Tiempo computacional 0.000009800000000038944 s)

timeit

start =timeit.timeit()

sympy
init_printing()
X1, X2, c1, c2 =symbols(

f=c1*x1+ c2*x2

constant1=((f-c2*x2)/x1)

constant1=((f-c1*x1)/x2)

gradient = ((f-c2*x2)/x1, (f-c1*x1)/x2)

(gradient)

end = timeit.timeit()

( start-end)
propuesto. Fuente: Elaboracién propia
Aunado a lo anterior, en la tabla 7, se presenta el cédigo para el calculo del gradiente de la funcidén por el
método de derivadas parciales en Matlab® R2017b.

Tabla 7. Calculo del gradiente de la funcién en Matlab® R2017b (min z = f(x1,x,) = c1x1 + ¢;x,), por el método tradicional
Derivadas parciales
(Tiempo computacional 1.282483 s)

tic

clear all

%Declare variables
Syms X1
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syms x2

%Declare constants (as variables)
syms c1
syms c2

%Defining function (objective function)

f =inline('c1*x1+c2*x2",'x1",'x2",'c1",'c2")
%Partialy differentiating objective function
diff(f(x1,x2,c1,c2),x1)

diff(f(x1,x2,c1,c2),x2)

%Defining gradient
gradient=[diff(f(x1,x2,c1,c2),x1) diff(f(x1,x2,c1,c2),x2)]
toc

Fuente: Elaboracién propia

En la siguiente tabla (Tabla 8) se presenta el algoritmo de célculo para el gradiente de la funcién por el método
alternativo, para el caso de dos variables (en Matlab® R2017b). Cabe hacer mencién que el método alternativo
€s 0.000266699999999935 [s] mds rapido que el método original (por derivadas parciales).

Tabla 8. Célculo del gradiente de la funcién en Matlab® R2017b (min z = f(xq,x2 ) = c¢1x1 + €2 x3), por el método alternativo
propuesto, siendo este método 0.000266699999999935 [s] mas rapido que el método original

Método alternativo propuesto

(Tiempo computacional 1.101512 s)

tic

clear all

%Declare variables
syms x1

syms x2

%Declare constants (as variables)
syms c1
syms c2

%Defining function (objective function)
f =inline("c1*x1+c2*x2",'x1",'x2","c1",'c2")

%Apply alternative calculus
constant1=((f(x1,x2,c1,c2)-c2*x2)/x1)
constant1=((f(x1,x2,c1,c2)-c1*x1)/x2)

%Defining gradient
gradient=[((f(x1,x2,c1,c2)-c2*x2)/x1) ((f(x1,x2,c1,c2)-c1*x1)/x2)]
toc

Fuente: Elaboracién propia
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Dado que, para el caso de solucidn de problemas lineales, dimensionalmente se puede manejar un espacio de
soluciones para tres variables, se desarrolla también, el calculo del gradiente de la funcién objetivo para un

espacio de soluciones R3, sobre x4, x, y x5 (Ec. 8).

Vf(x1,%2,x3) =
f(x1,%2,%3) = Caxp — €33 [y, %, %3) — €121 — C3x3 [ (X1, %, X3) — €11 — Oy
) ) * * (8)
X1 X2 X3
En la siguiente tabla se presenta el desarrollo matematico para ambas formas de calculo del gradiente de la

funcidn, en el caso de un problema lineal de tres variables (ver Tabla 9, Tabla 10).

Tabla 9. Ejemplo de célculo del vector de posicién para el caso de f (x4, x,, x3), por el método tradicional
Método tradicional (Derivadas parciales)
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:
minz = f(xq, Xy, x3) = ¢1x1 + C3x5 + C3%3

de lo cual se tiene
f(x1,%2,X3) = €1X1 + C2X5 + C3%3
entonces, el gradiente de la funcién objetivo es,

0 ] 0
Vf(x1,x2,%3) = <6 f(xl,xz,x3) f(xl,xz,x3) f(xl,xz,x3)>

con
f(x1,%2,%3) = €1X1 + C2X3 + C3%3
se tiene
d 0 d
VI(xq,x2,x3) = o, ——(c1%1 + x5 + C3x3) (C1x1 t CaXp + c3x3) (C1x1 + x5 + C3x3)
6 0 0 a 6 d
VI(xy,x2,x3) = (C1x1) + (szz) + (c3x3) (C1x1) + (szz) + (c3x3),
a 0
(clxl) + (szz) + (C3x3))
0 0
0 0 d
Vf(xq,x,%3) = (Cla_xl(xl) + s %) + Wé'
(0] 0]
0 0 0
EP 1%1) + ¢ a—xz(xz) Ers 5X3),
0 0
a a
%) +=— 3 Cx7) + C3 (x3)>
3 3
es decir

Vf(x1,%2,%3) = (€1,C2,C3)

Fuente: Elaboracién propia

bammas g Lamrc b
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Tabla 10. Ejemplo de calculo del vector de posicién para el caso de f(xy, x,, x3), por el método alternativo
Método alternativo propuesto
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:
minz = f(xq, Xy, x3) = ¢1X1 + C3Xx5 + C3%3

de lo cual se tiene
f(x1,%2) = 121 + €2x2 + C3x3
Fuente: Elaboracidn propia
entonces, el gradiente de la funcién objetivo, calculado mediante la propuesta alternativa, es,

f(x1,x2,x3) — C2x3 — C3X3  f(x1,X2,X3) — C1x3 — C3x3 f(xX1,X2,X3) — C1% — szz)

Vf(x1,%2,%3) = ( , )

X1 X2 X3
con
f(x1,%2,%3) = €1X1 + C2X5 + C3X3
se tiene
C1X1 + Caxy + C3X3 — C3X5 — C3X3 C1X1 + Cpx5 + C3X3 — €1 X1 — C3X3
Vf(xllx2'x3) = ’ )
X1 X3
C1Xq + Caxy + C3X3 — C1Xq — czx2>
X3
_ C1x1 +‘€z*2’+‘eg*g‘_‘eﬁz‘_‘eﬁg &}9&1—‘" szz +‘€g$€3‘_‘e_ﬁ€_g_‘€3*g
Vf(xy,xp,%3) = , ,
X1 X3
er¥r +€x%x + C3X3 —%—%)
X3
C1X1 CpXy C3X3 X1 X5 X3
Vf(xy,x2,%3) = ( , , =(cg—,ca—,c3— ) =[cy *(1),c; ¥ (1),¢c3 * (1)]
X1 X2 X3 X1 X2 X3
es decir

Vf(xy,x5) = (¢q,65,¢3)

A pesar de no ser factible la solucién a través del método grafico, se presenta también el calculo alternativo del
gradiente de la funcién objetivo para un espacio de soluciones R* (de cuatro variables), con el objetivo de
fundamentar el contexto general para un calculo alternativo del gradiente de la funcién objetivo (Ec. 9).

Vf(x1, %2, X3, %4)
_ (f(xl'xz'xs'xzt) — CpXy — C3X3 — C4Xy [ (%1, X2, X3,X,4) — €121 — C3X3 — CaXy

) )

xl xZ
fQx1,x2,%3,%4) — €1X1 — CaXp — CaXy f(X1,X2,X3,X4) — C1X1 — CaXp — c3x3>

- 9)

)

X3 Xg

En la siguiente tabla se presenta el desarrollo matemdtico para ambas formas de cadlculo del gradiente de Ia
funcién, en el caso de un problema lineal de cuatro variables (ver Tabla 5, Tabla 6).

Tabla 11. Ejemplo de calculo del vector de posicién para el caso de f (x4, x5, X3, x,), por el método tradicional
Método tradicional (Derivadas parciales)
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:

minz = f(xq, Xy, X3,X4) = C1X1 + CXy + C3X3 + 4%y

de lo cual se tiene
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f(x1,X2,X3,X4) = C1X1 + CoXp + C3X3 + CaXy

entonces, el gradiente de la funcién objetivo es,

d 0 0 0
VI (x1, X2, X3, X4) = (a_xlf(xpxz;x3;x4)»Ef(xpxz,xs,x4);a_xsf(x1;x2;x3rx4)ra_“f(x1'xz;x3;x4)>

con
f(x1,%2,%3,%4) = €11 + X5 + C3X3 + CauXy
se tiene

Vf(x1, X2, X3, X4)

— (€121 + Coxy + C3X3 + Caxy), (€1%1 + Coxy + C3X3 + CaXy),

ax, dx,

I —(c1xq + x5 + C3x3 + c4x4)>
X3

Vf(x1, X2, X3, X4)
6 a 0 a
= (Clxl) + (szz) + (c3x3) + (c4x4)

6 d d 0
(Clxl) + (szz) + (c3x3) + (c4x4)

a a a 6
(C1x1) + (szz) + (C3x3) + (C4x4)

a 0 a
(C1x1) + (szz) + (C3x3) + (C4x4))

Vf(x15x2'x3:x3) - (a (Clxl) + %-I_ / %
X3
z)?é; t o 6 (x2) + )%3)"" 2X4),
d d 0 0
ﬁé:l) +c (xz) + (C3x3) + R’é;}):
0 (0] (0]
d 0 d d
™ 1X1) + 6_x4 €yX7) + 6_4 C3x3) + 6_x4 (caxq)

1
es decir

Vf (x4, %2, %3,%4) = (€1,C5,C3,Cq)

Fuente: Elaboracién propia
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Tabla 12. Ejemplo de célculo del vector de posicién para el caso de f(xy, x5, x3, X4), por el método alternativo
Método alternativo propuesto
Sea la funcién objetivo de un problema lineal de dos variables:
minz = f(xq, Xy, X3,X4) = C1X1 + CX5 + C3X5 + C4Xy

de lo cual se tiene

f(x1,%2,X3,%4) = €1X1 + 2% + C3X3 + CaXy
entonces, el gradiente de la funcién objetivo, calculado mediante la propuesta alternativa, es,
Vf(x1, %2, X3, X4)

_ f(x1,%2,x3) — C2X — C3X3 — C4Xy f(x1,%2,x3) — €101 — €3X3 — C4X4
X, ’ Xy ’
f(x1,%2,%3) — €1X1 — CpXp — CaXy (X1, X2,X3) — C1X1 — C2X3 — c3x3)
)
X3 X4
con
f(x1,X2,X3) = €1X1 + CpXp + C3X3 + CaXy
se tiene
Vf(xll xZ' X3, x4)
(Clxl + CrXy + C3X3 + CyXy — CaXpy — C3X3 — CygXy
X, ’
C1X1 + CrXy + C3X3 + CypXyg — C1Xq — C3X3 — CyXy
Xy ’
C1Xq1 + CaXg + C3X3 + C4Xy — C1X1 — C2X5 — C4Xy
X3 ’
C1X1 + CrXy + C3X3 + CypXg — C1Xq1 — CXp — C3x3>
X4
Vf(x1,X2,X3,X4)
_ (clxl +€xy + €x¥g + €% — €%y — €3%3 —€5%7
X1 ’
erXr+ Cy Xy +€g¥g + €%y — €y — €3%g — €%
X, ’
ep¥r +€x%r + C3X5 + €Ky — €y — €%y — €%
X3 ’
ep¥r + €%y + €%+ Cuxy —%_'G;_ﬁég‘_'eg*g>
X4
C1Xq1 CpXp C3X3 CaXy X1 X3 X3 X4
Vf(xllx2lx3lx4)= ) ) ) = Cl_'CZ_'C3_'C4_
X1 Xy X3 X 1 2 X3 X4
= [Cl * (1)' CZ * (1)' C3 * (1)1 C4- * (1)]
es decir

Vf(x1:x2:x3:x4) = ( C€1,C2,C3,Cy )

Fuente: Elaboracidn propia

De tal forma que la generalizacidn para el cdlculo alternativo del gradiente de la funcién para un
espacio R™ (de n variables), se puede efectuar de la siguiente forma (Ec. 10):

Vf(xl,-..,xn) = <f(x1""'xn)_ijj

Xi

> talquei=1,....n & j=1,...n&j#i ...(10)
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Para lo cual cada componente del gradiente de la funcidn objetivo estd dado por la ratio de la
diferencia entre la funcién objetivo menos si misma a excepcién de aquella variable y constante cuyo
subindice sea igual a la variable de referencia (denominador de la componente de referencia), con
respecto de la variable de referencia (dividido entre la variable de referencia). Como forma adicional,
se propone la siguiente expresién (Ec. 11).

VF(xy,..., %) = (f(xl,...,xn) — Mg

. >coni=1,...,n; talquej+i . .. (11)
i

Alternativamente se puede definir al gradiente de la funcién, como (Ec. 12).

(X4, Xp) — 27 i CiX;
Vf(xl,...,xn)=<f ! n j=1,j=i CjXj

=1,....n; . . .. ..(12
” >conl n (12)

5. CONCLUSION

A pesar del caracter factual e inherente al campo de la ciencia matematica y sus ramas, es importante
vislumbrar métodos alternativos para el calculo o definicién de los entes o funciones matematicas
utilizadas en alguna de las diferentes ramas, como lo es la investigacion de operaciones
(programacion lineal), debido a la utilidad que lo anterior puede significar, para el mejor
entendimiento de los métodos de solucion.

Cabe hacer mencidon que, al momento, no se ha reportado o encontrado un proceso similar para el
calculo alternativo del gradiente de la funcién objetivo, que otorgue como resultado el vector de
posicion para la dicha funcidn. Por lo cual se prevé un aporte en este campo del conocimiento.

Este enfoque se equipara con el desarrollo del estudiante en la vida profesional, generando un
referente cognitivo que le permita, abordar los problemas o retos de la vida profesional, desde
diferentes paradigmas, dando la pauta para la solucién de problemas y la toma de decisiones.

En el desarrollo profesional, el estudiante egresado se enfrentard a problemas que parecen
irresolubles por los métodos convencionales o tradicionales para la solucién de problemas o
problematicas, sin embargo, cuando estos problemas o problematicas son abordadas desde una
perspectiva diferente, se puede generar una soluciéon dptima o aproximada que satisfaga sus
necesidades, expectativas o restricciones.

La contribucién de la presente propuesta, en el campo de la didactica correspondiente a la
programacion lineal (o investigacion de operaciones), versa en torno al desarrollo de un método
alternativo para el cdlculo del gradiente de la funcién objetivo; el calculo original mediante derivadas
parciales, puede resultar cognitivamente complejo para diferentes estudiantes, dado que se habla de
la aplicacién de dicho concepto de derivadas parciales, en tanto que, la propuesta efectuada en este
documento, reduce la complejidad conceptual al uso de métodos algebraicos, un tanto mas simples.
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